FRAKTALY V PRIRODE

Zelva na vétsi zelvé, ta na jesté vétsi Zelve...

Jak by se dal popsat strom? Lze naptiklad fici, Ze strom je prut, z néhoz
vychazi vice mensich stromkti. Mozn4 to neni pfili§ poetické, jakmile ale
uréime, kolik vétvi musi strom mit a jaké dhly maji vétve tvofit s kme-
nem, bude to dostate¢né pfesné na to, aby pocita¢ dokéizal takovy strom
pomeérné realisticky nakreslit (dole vlevo). Schrinku lodénky mtizeme po-
psat jako mensi schrinku lodénky s pridanym dsekem (naproti, dole vlevo).
V obou pfipadech celek definujeme jeho mensimi ¢astmi.

Pro¢ ma v prirodé tolik struktur podstatu fraktilu? Jednou z pfic¢in
je, ze fraktaly Casto vznikaji spontinné, a to opakovanym uplatiovinim
urcitého jednoduchého pravidla (viz fitni delta naproti). Pfiroda pouziva
fraktily rovnéz z davodu Gspornosti (viz vzor Zilkovdni listu dole vpravo),
protoze fraktdlni struktury byvaji asto nejefektivnéjsim zptisobem, jak
splnit dany tkol, at jim je zachyceni slune¢niho svétla listem stromu nebo
doprava kysliku z plic krvi do celého téla.
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Fraktelnf krjin, jakd se ohvykle vyudivd v duesf filmové Vod cesty a }mtoky této Fieni delty tvorf fmkml podobny

tvorbe, genemvam 2¢ 100 % yoatacem svou strukburou strom.
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Nalevo: Stromy a hsty meZI citstmi a celkem sobépodobmost, kterd fe fednon z charakteristik okt
Nahote: Logaritmické sy f }sau v Jakénoli metithn, jak vidine na schrice Loénky (vlevo) o vihondai kapradé (vpravo).
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KOCHOVA VLOCKA
proni fraktal

Urcujici charakteristikou fraktalu je to, ze kdyz jej budeme zvétSovat, od-
halime vzdy dalii a dal$i detaily. U fraktala v prirodé, jako jsou kvétikové
rizice nebo obrysy pobfezi, se zvétsené oblasti v detailech lisi; vétSina
matematickych fraktilti je naproti tomu sobépodobni — to znamena, ze
zvétSeny detail je zcela shodny s celkem. Prvni takovy sobépodobny frak-
til popsal v roce 1904 $védsky matematik Helge von Koch a jeho kon-
strukce je velmi snadna.

Vychizime z obylejné use¢ky (1., viz dole); jeji prostiedni tietinu
o néco prodlouzime a postavime z ni rovnostranny ,,stan® (2.), ¢imz zis-
kame Ctyri asecky shodné délky; jestlize u viech zopakujeme stejny po-
stup, dostaneme se do druhé faze (3.); a to celé délime dél (4.).

Pokud cely postup zopakujeme nekonecnékrat (1), dostaneme Kochovu
ktivku. Sestavime-li ze tff Kochovych kfivek trojthelnik, vznikne nim
Kochova vlocka (naproti nahote). Zjistime pfitom néco velmi pozoruhod-
ného — vlocka ma nekoneéné dlouhy obvod, ale obsah takto ohrani¢ené

plochy je koneény.
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Clyf fize konstrikee Kocho\af vlotky. v kazdé fizi se Aélka obvodu stejuon méron zvetst, takle po nekonedném poctu {u’zi je
obvod vlocky nekoneéné dlowy, trebaze Jeji obsah zistavi konedny (viocka se tak suaduo vejde na strdiko této kuhy) a fe
piesié 0 60 % vitst nez vychozt trojitheluik.

é?/ﬁ fitze houstrukce prevricené Kochovy viotky, tv. antivlocky, do sebe obriceného sonrozence privodui Kochovy
viotky z horniho obritzku. Tento obriazec také vyjde, kdyz vlocky wmistime vedle sebe. Delka obvodn antivlocky jo
stejué jako v proniin pripadé nekonetnd, Jejt obsah ale predstavuje je 40 % feho pitvodnf podoby.

i.

£. Jeltkoz je Kochova viotka soéyodobnd, bude velkd Kochova vocka presné zapadat do viocky 3hridt mens.
it. Plochu wiZeme beze zbythu polrt také viockan, které se budow donekoneina zmensovat. iti. Vloky a antivlotky
o’sehe také zapadaji, takze jimi lze vydldzdit celon plochn.



HAUSDORFFOVY DIMENZE
jak dlouhé je pobiezi?

Svét, v némz Zijeme, je trojrozmérny. Povrch stolu ma dvé dimenze, ¢ara
(i klikatd) m4 rozmér jen jeden.

Jednou z moznosti, jak zjistit, kolik m4 dany objekt dimenzi, je spoéi-
tat, kolik ¢isel potfebujeme k presnému uréeni jeho libovolného bodu.
Jestlize kamaradovi fekneme, ze hospoda je na ulici 3 kilometry od nis,
naznaujeme tim, ze ulici chipeme jako jednorozmérnou primku. Nase
satelitni navigace potfebuje dvé ¢isla — zemépisnou délku a $itku, takze
povrch Zemé chipe jako dvourozmérny.

Jak je to ale s Kochovou kfivkou? Vypada jako ¢ara, ¢ili by to mél byt
jednorozmérny objekt. Nase metoda zde ale nefunguje, protoze tato
kiivka je nekoneéné dlouha a viechny body na ni jsou od jejtho zacitku
nekonec¢né vzdilené!

Jak bychom mohli dimenze pocitat 1épe? Krychle je trojrozmérni,
protoze chceme-li zdvojnisobit jeji objem, budeme potfebovat 8 jed-
notkovych krychli —a 8 je 2° (2 X 2 X 2). Na ¢tverec 5 X 5 potiebu-
jeme 25 jednotkovych &tverct — a 25 je 5% Usecka dlouhd 7 jednotek se
skladi ze 7 jednotkovych tsetek — a 7 je, samoziejmé, 7'. Objevujeme
zde zfejmé pravidlo: potfebujeme-li [ jednotkovych objektd, abychom
objekt zvétsili m-krit, pak polet dimenzi objektu predstavuje exponent
d ze vzorce | = mt.

Kochova kfivka je sestrojena ze 4 jednotkovych usecek. Jestlize
spojime 4 Kochovy kfivky, dostaneme Kochovu kfivku, kterd bude
presné 3krat vétsi. Pouzijeme-li symboly z pfedeslého odstavce, zna-
mena to, ze | = 4 a m = 3, takZe hleddme d takové, aby 3! = 4. Toto
islo je 1,262 a je to takzvand Hausdorffova dimenze Kochovy kfivky
(viz Dodatek, strana 58). A jelikoZ je tato veli¢ina vét$i nez 1 a mensi
nez 2, je Kochova kfivka vice nez ¢ira — ale méné nez plochal!
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Jak dlouhé je pobtezi britského Cornwalluz Jestlize pouzijeme mapu a kompas a budeme nastavovat smér vidy znov
0 5 milich (8 km), odméFime na mapé trasu kolem poloostrova z Plymonthu do Bude ve zhruba 35 krocich o celkové
dglce asi 280 km. KdyZ ale budeme zmovi nastavovat smér vidy po 1 mili (1,6 km), budeme zachdzet do mnohem vice
zitok a do iisti mnohem vice ek, takZe tato trasa bude dlowhd”asi 340 km; jinymi slovy, z kazdé z pivodn pétimlové
vadilenosti se stane 6 mil. Hausdorffova dimenze Cornwallu je tedy asi 1,11 (5" = 6). ,Oficidlni* vzddlenost
z Plymouth do Bude po South West Coast Path je 467 km, to'viak plati jen pro nds. Pro mravence by tato vzddlenost
byla wnohem vétsi, protoze by musel prelézt kazdy kimen.



L-SYSTEMY

jdi vpred, otoc se doprava, pak doleva

Kochovu kfivku (strana 4) mizeme definovat jednoduchym postupem:
jdi o jeden krok vpfed (to si ozna¢ime symbolem A); oto¢ se doleva
0 60° (symbol +); jdi vpied (A); oto¢ se doprava o 60° (—); oto¢ se do-
prava o dal§ich 60° (-);jdi vpred (A); oto¢ se doleva o 60° (+);jdi vpied
(A). Mazeme to zapsat v podobé kratkého fetézce ,A + A ——A + A:
60°““. Dal§i a dal$i stupné slozitosti budeme vytvaret tak, ze v tomto pie-
pisu budeme postupné nahrazovat kazdé ,,A* kopii celého fetézce:

A— A+A——A+A) > A+A--A+A+A+A--A+A) -~ A+A-—A+A) + A+A--A+A) > ..

Takové fetézce se nazyvaji L-systémy, podle madarského biologa Aris-
tida Lindenmayera, ktery tuto myslenku rozpracoval v 60. letech 20. sto-
leti pro popis rustu rostlin. Lévyho kfivka C (dole) je vyjadfena fetézcem
»t A —— A +:45° Slozitéjsi L-systémy maji vice nez jeden symbol
(A, B, C... atd., viz naproti).




Zajimavé viastuosti mid dralt kiivka. Vermeme-li prouiek }7 i, preloziine je ] m}m
Jeste )ednou m:{/ul a }Jak Jz echdme, rﬁy s¢ rozeviel 0 90°, stmxeme tvar, jak vidine
n }UYVHUH 2 fiagramit nidlevo. Po kazidem prclozent W“ l vandone st fize. Je ikoz dvé

Kapie této kitvky sozt ki, ktem Inde \[zkmt Ve, fe jeji Hnsdorffova dimenze
log(2) g (W2) =2.

Dradi kfivk;: A— A-B B—A+B iihel = 90°

Riizné - systemy kefit, ¥as a travin, jak je vypracoval Paul Bourke. Dmh%r obrdzek zleva vyZaduje 21 pravidel, triva
zeela napravo yotrehu]e Jen tii. Pravidla pro tyto a dalt rostliny najdeme na htty:/ /paulboirke.net /fractals.



KRIVKY VYPLNUJICI PROSTOR
jak husté mohou byt?

Zni to sice nepravdépodobné, lze vsak sestrojit ¢aru, kterd bude procha-
zet kazdym bodem urcité ¢isti roviny. Fraktdl na obrizku dole (zvany
Cesari fraktdl) je Gzce pribuzny s Kochovou kfivkou tim, Ze jeho prvni
faze sestava ze Ctyt useCek shodné délky, jen thel na vrcholu trojihelniku
nema 60°, ale je mnohem mensi.

Pokud se bude tento thel blizit nule a my budeme postupovat do stile
dalsich fazi, nakonec touto kfivkou zaplnime celou plochu trojihelniku.

Naproti mame nadhernou, prostor vypliujici Peano-Gosperovu kfivku.
Ta je tvorena 7 jednotkovymi tGseckami a pouziva dvé definice A a B:

A—-A+B++B-A-—-AA-B+
B—--A+BB+ +B+A—-—A—-B:hel 60°

Kfivka je diimyslné konstruoviana tak, Ze jejich 7 tseéek nakonec pro-
pojuje zikladni ¢ara dlouha presné \7 (pfepona trojthelniku se zaklad-
nou 2,5 a vyskou \3/2 je \/7).]eji Hausdorffova dimenze je tedy, stejné
jako u draci kiivky, logy/logy; = 2. Viechny kfivky vypliujici beze
zbytku prostor maji Hausdorffovu dimenzi rovnou dvéma (ne vSechny
krivky s HD = 2 v8ak vyplnuji prostor).
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Obal Peano-Gosperovy kiivky tvoit deformovany Sestisthelntk a kiivka sama — stejué jako standarui Sestiithelnik —
beze zhytha vyphut rovin.




